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Fórmulas explícitas para el cálculo sísmico de 
entramados planos regulares'*, 
Por AVELINO .SAMARTIN 
LUIS MORENO 
Opto. Análisis Estructuras 
UNIVERSIDAD DE SANTANDER 
Se obtienen las soluciones explícitas de las ecuaciones dinámic¡Js 
del movimiento de estructuras de edificación con caracteríticas regu-
lares. Se estudian los dos casos extremos correspondientes a la viga 
de corte y a la flexión total en los soportes. Asímismo, se analiza el 
caso general intermedio representado por una relación arbitraria en-
tre las rigideces de los dinteles y los soportes. Se presentan algunos 
ejemplos de aplicación de las fórmulas obtenidas. 
1. INTRODUCCION 
En el cálculo de un edificio bajo acciones sís-
micas es frecuente la utilización de un método 
basado en las fuerzas estáticas equivalentes. En 
esencia este método consiste en la considera-
ción de un coeficiente sísmico, que permita ob-
tener las acciones horizontales a partir de las 
cargas gravitatorias actuantes. En el caso de 
una estructura de edificación, estas cargas ho-
rizontales se consideran puntuales y aplicadas 
a la altura de los forjados, en los que se supo-
nen se concentran todas las masas entre pisos. 
Los esfuerzos -momentos flectores y cortan-
tes- de la estructura se deducen mediante un 
cálculo estático adecuado y los resultados se su-
man a los producidos por las cargas normales 
(peso propio, con cargas y sobrecargas de uso 
y extraordinarias) de acuerdo con las normas 
correspondientes. 
La aproximación que supone la utilización del 
método de las fuerzas estáticas equivalentes 
puede ser muy grosera_ en numerosos casos, 
puesto que el seísmo es una. acción. dinámica 
compleja, que ir:npone a las estructuras condi~ 
ciones muy severas de resistencia, normalmente 
dentro del rango no elástico. Er,~ ( 1 )_se comen-
tan algunas de las implicaciones de esta apro-
ximación. 
Las normas sísmicas actuales suelen basar-
se en procedimientos de cálculo verdaderamen:-
(*) Se admiten comentarios sobre el presente artículo, que po-
drán remitirse a la Redacción de esta Revista hasta el 30 de septiem-
bre de 1986. 
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te dinámicos de estructurás, si bien aplicando 
técnicas simplificadas que no demandan impor-
tantes recursos de computación. En este con-
texto, el método del espectro de respuesta que 
representa una forma simplificada del análisis 
modal, es el más extendido.· 
En este método se determinan _las primeras 
frecuencias y modos más significativos, y me-
diante la utilización de un espectro de respues-
ta se obtienen las máximas respuestas de las 
distintas magnitudes correspondientes a cada 
modo. La superposición de los resultados de-
ducidos para los distintos modos se efectua me-
diante una regla arbitraria (raíz cuadrada de su-
ma de cuadrados, suma de valores absolutos, 
etc.) que conduce en general a valores al lado 
de la seguridad. 
Si bien el procedimiento es válido dentro de 
un análisis lineal, es posible considerar el com-
portamiento plástico de la estructura mediante 
la elección de apropiados factores de ductilidad 
y la consiguiente reducción de las ordenadas de 
los espectros de respuesta a considerar. 
El método del espectro de respuesta se resu-
me a continuación: 
Las ecuaciones de equilibrio dinámico de una 
estructura con N grados de libertad (gdll, so-
metida a un seísmo definido por el registro de 
su movimiento horizontal u9 (t) son. (2): 
con m, -º. y Ji matrices de masa, amortigua-
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miento y rigidez de la estructura, de dimensión 
(N X N). 
Y. vector de movimie.ntos dinámicos en los gdl 
de la ~structura, con dimensión (N x 1 ) . 
.!. vector geométrico que d~cribe la influen-
cia del movimiento horizontal unitario en la ci-
mentación sobre los movimientos en los gdl de 
la estructura en régimen pseudoestático. 
(.) = d~t) 
los N modos !kn y frecuencias "'" ( 1/ln = 1, 
2, ... , N) de la estructura se obtienen del siste-
ma homogéneo: 
(!s_- w;!]) ~n :rO (n = 1, 2, ... , N) [1.2] 
la siguiente transformación de coordenadas 
desacopla el sistema de ecuaciones diferencia-
les ( 1.1): 
N 
n = 1 
con 
m~ = ~~m 2n la masa reducida del modo n 
e· 
1/n = 2 ." el porcentaje de amortiguamiento mnwn 
crítico correspondiente al modo n 
L = A..Tmr 
n ~"--
el factor de participación del modo n. 
la matriz e se supone que es de amortigua-
miento ortogonal, es decir, se satisfacen las 
igualdades: 
si m-:/= n 
T - * tPn C tPn - Cn 
.. -· 
El factor L"/ m~ se denomina masa efectiva 
del modo n. Si se conoce el espectro de res-
puesta de la pseudovelocidad Sv (w, 77) del te-
rremoto actuante en la estructura, se puede 
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escribir el valor méximo de la coordenada ge-
neralizada q" (t): 
Las fuerzas elásticas. máximas equivalentes 
actuando en los gdl de la estructura, correspon-
dientes al modo n son: 
con 
f Ln nmax = --. m !kn Sa (w", 71n) 
mn-
[ 1.5] 
Con las fuerzas estáticas definidas en (1.5) se 
procede para cada modo n al cálculo estático 
de la estructura, obteniéndose resultados de in-
terés (momentos flectores, flechas, etc.) que 
para una sección arbitraria fijada se designan 
por Rnmax • 
La combinación de estos valores máximos, de 
cada modo n, que no se producen simultánea-
mente se lleva a cabo de un modo heurístico 
mediante la fórmula adecuada en la mayoría de 
las situaciones: 
[1.6] 
En estructuras normales de edificación no se 
precisa la evaluación de todos los N modos, 
bastando un número muy reducido. Un valor 
usual es considerar únicamente los tres prime-
ros modos correspondientes a las frecuencias 
más bajas. 
El objetivo de este artículo consiste en pre-
sentar unas expresiones explícitas de los modos, 
frecuencias, masas efectivas y fuerzas elásticas 
máximas equivalentes para un espectro norma-
lizado, de estructuras entramados planos regu-
lares. De este modo el cálculo dinámico de es-
te tipo estructural es inmediato. La formulación 
aquí presentada puede extenderse a otros ca-
sos de estructuras irregulares dentro de una 
aproximación suficiente. 
Se estudian dos casos extremos, uno corres-
pondiente a rigidez infinita en dinteles y el otro 
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con rigidez a flexión nula. Finalmente se anali-
za una situación intermedia, con rigideces fini-
tas en dinteles y soportes. 
2. MODELO VIGA DE CORTANTE 
2.1 Caso discreto. Edificio de N plantas 
Se supone que el edificio de N plantas, cada 
una de ellas infinitamente rfgida a flexión y uni-
das entre si por soportes con una rigidez total 
al corte igual a k. 
La masa se concentra en cada planta, con un 
valor m, como se indica en la figura. El núme-
ro total de grados de libertad es N, un despla-
zamiento vertical por pi'so o bien una fuerza efi-




.17'.'" 1"1':'11 ~ üo (tJ 
Figura 1.-Modelo de viga cortante. Edificio de N plantas. 
Las ecuaciones de equilibrio dinámico para la 
planta j (se supone existe un amortiguamiento 
srsmico e) bajo la actuación de un seismo 
üg (t) son: 
m ü- + e u- - k u- , + J J J-
+ 2k U¡ - k U¡ + 1 = - m Üg 
Las condiciones de borde son: 
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u =o o 
[2.1] 
Si se denomina w~ = l, las vibraciones li-
m 
bres no amortiguados se obtienen de las ecua-
ciones: 
ü + w~ ( - U¡ + 1 + 2u; + u1 _ , ) = O 
(j = 1, 2, ... , N) (2.2) 
La obtención de los modos y frecuencias de 
la estructura se lleva a cabo de la forma usual, 
es decir, se hace: 
u; = </>¡ eiwt con i = ~ [2.31 
y por consiguiente: 
y resulta la siguiente ecuación de recurrencia: 
</>¡,,- 2 (1 - W2) </>¡ + </>¡ 1 = o [2.5] 
con 
La solución de la ecuación [2.5] es: 
cp = C, cosaj + C2 senaj 
siendo a = cos- 1 ( 1 - W2) 
[2.61 
Las condiciones de contorno permiten dedu-
cir los N distintos autovalores. w = m" y los co-
rrespondientes autovectores. 
fn = ( </>1n. cP2n. ----- cPNn } T = ( cPn } T 
con 
n = 1, 2, --N. 
Se obtiene, de esta forma: 
2n -1 




1r) w" = 'V 2 sen 2 N + 1 
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o bien 
2 rk (2n-1 
2
r) 
Wn = '\j ~ sen 2 N + 1 [2.7] 
Los autovectores o modos de vibración co-
rrespondientes son: 
A.. = f sen a sen 2 ru -----
'l'n t nr '-4nr 
sen j a 0 , ----- sen N a 0 } T [2.8] 
La masa reducida de cada modo es: 
N 
m·= ,~,.rml"' = m,~,.r,~,. =m I sen2 J·a n :t,'n .rn :t:nrn n 
- j ~ 1 
es decir 
2N + 1 m~= m 4 [2.9] 
Análogamente el coeficiente de participación 
sfsmico del modo n es: 
N 
L = "'T m 1 r = m "'T r = m 1: sen J. an 
n x-n - rn. 
o sea 
m ( 2n- 1 r) 
Ln = 2 cot 2N + 1 2 [2.10] 
La masa efectiva del modo, n es: 
L~ _ m 2 ( 2 n - 1 ~) [2 11 1 m~ - 2 N + 1 cot 2 N + 1 2 · 
Se comprueba que la suma de las masas 
efectivas es igual a la masa total, es decir: 
N L2 
l: -"-. = m 
"_ 1 m" 2 N+ 1 
N 
( 2n-1 ;r) I cot2 - =m N 
""'""1 2N+1 2 
Finalmente se deducen los siguientes resul-
tados de diseño para cada modo n: 
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Cortante total en la base: 
n _ mg 2 ( 2n-1 r) ~max- 2 N + 1 cot 2 N + 1 2 S.(w", f1n 
[2.12] 
siendo 
w. = 2 ~sen ( ~ ~ ~ ~ ; ) 
e 
s. (w0 , 1Jn) la ordenada en fracción de g (ace-
leración de la gravedad) del espectro de res-
puesta de aceleración de diseño. 
Las fuerza$;"équivalentes en la planta j son: 
f¡nmax = 2 N 
2
+ 1 cot ~" m sen ja" ·S a (w", 1Jn) 
es ·decir 
f. = a 2senjan -
Jflmax nmax a 
cot-" 2 
= {l,max 
2 ( . 2 n- 1 ·) sen J 2 N+ 1 r 
( 2n-1 ;r) cot 2N+1 2 
[2.13] 
2.2 Caso límite. Viga continua de cortante 
Si se supone que el número de piso es muy 
elevado, es posible, asimilar su comportamien-
to dinámico a una viga continua de cortante co-
mo se indica en la figura 2. 
En este caso, se puede escribir para una re-
banada elemental: 
du -a= O 
dx 
Donde 8, giro de flexión. 
[2.14] 
a, ángulo debido al cortante, siendo a= ~ 
con T la tensión tangencial y G módulo de corte 
E 
G = 2 (1 + v) 
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Figura 2.- Modelo de viga cortante. Viga continua. 
En la viga de cortante 8 =O, por lo que resulta 
du .. 
a = dx , y por consagu1ente 
Q du 
T=- = Ga = G--A dx [2. 15] 
con A el área reducida de cortante. 
La ecuación de equilibrio de una rebanada 




es decir, si se considera [2. 15] se deduce: 
d ( du } 
- GA- +q=O dx dx [2.17] 
So (}2 u b 0 1 "ó d" á • q = e at2 se o taene a ecuac1 n m -
mica de las vibraciones libres no amortiguadas 
(e es la masa por unidad de longitud). 
_a_ (GAk) _ 82n = 0 a x a x e at2 [2.18] 
con las condiciones de borde: 
u (x, t) =O 
a u (x, t) =o 
ax 
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para x =O 
para x = L 
y todo t 
y todo t 
[2.19] 
Las vibraciones forzadas por una acción sfs-
mica ug (t) aplicada en ·la baSe se rigen por la 
ecuación: 
_a_(GAk)-ck-
ax ax at 
<Pu iPug 
-eat2=e at2 [2.20] 
con las condiciones [2.191 de borde anteriores y 
1 o • o 1 o ( 1 au o as 1n1c1a es pertinentes usua mente u = -a¡- = 
para todo x). 
Para la resolución del problema [2.181 se pro-
cede mediante el método de separación de va-
riables: 
u = X (x) T (t) [2.21] 
resultando, al sustituir [2.21 1 en [2.181 y super-
suponer que GA y e son constantes independien-
tes de la abscisa x, la siguiente ecuación: 
1 1 d2X 1 d2T 
p.2 x d x2 = T dt2 = - w2 [2.221 
p 
con p.2 = G A y w, el autovalor. 
la resolución de la ecuación [2.221 con las 
condiciones de contorno [2. 191 e iniciales nu-
las conduce a los resultados: 
X= X0 sen (p.w x) 
T = T o sen ( w t) [2.23] 
siendo w una de las soluciones (autovalores) de 
la ecuación característica: 
es decir 
COSp.w l = 0 
w = n 
2n -1 ~ 
p.L 2 [2.241 
Las correspondientes autofunciones o modos 
de vibración son: 
cPn = X, (x) = senp. Wn X = 
11' X 
= sen ( (2n - 1) -- ) 2 L [2.25] 
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Se comprueba que la contrapartida discreta 
de las expresiones [2.241 y [2.25] son las [2.71 
y [2.81 respectivamente, en las que se suponen 
los siguientes valores para las caracterfsticas de 
la viga continua: 
GA = kh = 12EI (M + 1) h2 
m Q=-h 
[2.26] 
con h la distancia entre plantas consecutivas y 
M+ 1 el número de soportes que unen estas 
plantas. Se supone El la rigidez de cada uno de 
estos soportes sin masa. 
En esta situación se . puede. escribir: 
L = 2N + 1 h 
2 
y por coñsiguiente, la expresión [2.241 se con-
vierte en: 
1r fk"ii2 1 
Wn = (2n - 1) 2 \' ~ l = 
= .../! ;~ ~ ~- ; [2.271 
que coincide con [2. 7] para N muy grande. 
Análogamente la autofunción es: 
( 2n- 1 x ) cPn (x) =sen 2N +. 1 h 
cuyo valor para la planta j (x = jh) es: 
( . 2n- 1 } ( ., cf>;n = sen J 2N + 1 1r = sen anJ 
La resolución del problema de vibracion~s for-
zadas es análoga al caso discreto, resultando: 
. JL L 2N + 1 
m n = 
0 
el>~ (x) e dx = 2 e = m L 
ln = f: <f>n (X) Q dx = 
2 L Q 2N + 1 1 
= -=m---2n-1 r 2n-1 r 
e 
con 7Jn = 2 ewn 
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OD 
Haciendo u (x, t) = ! q,. (t) </Jn (x), se obtienen: 
n•1 
e 
con "'" = _....;.__ 2pwn 
L 
con lo que resulta qmax = sd (wn, f1n) ~ 
mn 
OD 
Si se denomina u (x,t) = I u" (x,t) = 
n-.1 
00 
= l: Qn (t) cPn (x) 
n- 1 
se puede escribir 
Unmax (X) = cPn (x) ~n Sv (wn, 7Jn) 
mnwn 
Las fuerzas equivalentes son: 
f (x) = _l_ ( GA a Un ) = 
nmax ax ax 
y por consiguiente el cortante en la base es: 
es decir 
S eL 
O.,max = r2 (2n _ 1 )2 Sa (w, 7]) [2.281 
y la distribución de las fuerzas queda definida 
como sigue: 
4 
fnmax (x) = (2N _ 1) e cPn (x) S .. (wn, f1n) 
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es decir 
2n- 1 1r fnmax (X) = 2 l 
( 2n -1 r ) sen 2 LX Clnmax [2.291 
3. MODELO VIGA DE FLEXION 
3.1 Caso discreto. Edificios de N plantas 
Se supone que las masas están concentradas 
en los forjados cuya flexibilidad es muy peque-
ña en comparación con la de los soportes. El 
movimiento sísmico impuesto en el contacto de 
la estructura con la cimentación se designa por 
Ug (t). 
M+ 1 12EI 
Se denomina k = ¡: 
1 
~ con M número 
de vanos por planta (figura 3). 
Los gdl considerados en movimientos son en 
cada nudo: 
y la masa rotatoria es -despreciable. 
La matriz de rigidez de un elemento es (figu-
ra 3c) 





k,,= k 1 1 k22 =k 1 1 3 2 3 -2 
1 1 1 1 2 -2 
~;12 = ki, = 1s 1 1 6 2 
1 
-1 2 
La ecuación de equilibrio dinámico de la plan-
ta j es: 
~21 ~i-1 + (~11 + 1$22) d¡ + ~12 ~j + 1 + 
+ md¡= -m!Üg(t) [3.2] 
siendo 
0]=[0 O]; 
mn o m 




y con las siguientes condiciones de contorno: 
80 =O u0 =O 
- - -ON + 1 = (JN UN+ 1 = ON +UN [3.3] 
) u2,Q2 u 2 , Q 1 
t· 4 t 





(a) Estructura real. (b) Modelo. (e) Gdl del elemento. 
Figura 3.-Modelo de viga de flexión. Edificio de N plantas. 
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Las vibracione·s libres y amortiguados se ob-
tienen de la ecuación: 
~21 ~J - 1 + ( ~11 + ~22) ~j + ~12 ºj + 1 -
-w2md-=0 
__ l - [3.4] 
Si se supone que !J; = [ ~] ri, la ecuación 
[3.4] se transforma en el siguiente sistema ho-
mogéneo: 
con soluciones no triviales si se satisface la con-
dición de determinantes nulo: 
11 ~21 + ( ~~1 + ~'22) r + ~12 r2 - w2!!! r i = O 
es decir 
_1 ( r2 + 4r + 1 ) 
6 
_1 (r2- 1) 
2 
- _1 ( r2 - 1) 1 = O 
- r~ + {2 - W 2) r - 1 [3.5] 
en donde se ha denominado w = .firm' 
Se procede al cambio de variable siguiente en 




con lo que resulta 
z2 - 2 (2 + Wl) z - 4 (2W2 -1) = O [3.61 
La ecuación [3.6] presenta dos raíces real~s 
ya que su descriminante es siempre positivo, 
en efecto: 
442 
ii2 = (2 + W2)2 + 4 (2 W2- 1) = 
=W2(12+W2)>0 
Con objeto de resolver la ecuación [3.5] 
se introduce el siguiente parámetro auxiliar 
1/t (O < 1/1 < ; ), definido como sigue: 
1 ¿:;2 + 2 Caso 1. Si w > -2 , cot·
1
• = 
., 22 w:2 - 1 
con lo que las raíces son 
z1 = 2.J2 w2 - 1 · cot t/;/2 
z2 = - 2 ~ 2 w 2 - 1 · tg 1/t 12 
1 2-v'1-2w2 Caso 2. -Si w < ~2 ,· sen·'·= VL. Y' 2w2 
y las rafees 
z1 = z (2 + W2) cos2 (t/;/2) 
Para cada uno de los casos anteriores, 
se deducen los valores de las cuatro raíces 
r¡ = (i = 1 ,2,3,4) de la ecuación [3.5] de acuer-
do con el siguiente procedimiento. 
Caso 10 - ¡;; > --Jr 
Se puede comprobar que existe un límite su-
perior para w, es decir w < 2, por lo que se cum-
ple que 
..¡ 2 (,2 - 1 o tg ; < 1 
Las raíces de la ecuación [3.51 son: 
con 
Ch a 1 = ,J2 W2 - 1 o cot ; ; 
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Por consiguiente los movimientos de piso j 
(modos de vibración) son: 
con 
U¡= A, Cha,j + A2Sha,j + 
3Sha1 , 
A,= Cha1 + 2 ' 
[3.7] 
3sena2 A2=---~ 
cosa2 + 2 
La consideración de las condiciones de con-
torno [3.3] conduce al sistema característico: 
A,+ A3 =O 
A, A, (SN + 1 - SN) + A2 A, (CN + 1- CN)-
- A3 A2 (sN + , - sN) + 
[3.8] 
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con eN = Ch N a, ; SN = Sh N a, ; 
Denominando A, = - Aj = A 
se obtiene 
siendo 
La ecuación resultante de imponer una solu-
ción distinta de la trivial en el sistema [3.91 per-
mite calcular los valores de w (frecuencias). Esta 
ecuación es: 
[3.10] 
Caso 2.- ¡;; > J2 
Se comprueba asimismo que siempre se pro-
duce la desigualdad (2 + W2 sew f < 1, es de-
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cir w- 2 > O, por lo que resultan las siguientes 
raíces para la ecuación [3.5] 
siendo Ch a, = (2 + W2) cos2 ; ; 
cos a 2 = (2 + W") sen2 ; ; 
y el proceso de cálculo es idéntico al caso an-
terior, obteniéndose idéntica ecuación caracte-
rística [3.10] para determinar las frecuencias 
fundamentales. 
Una vez deducidas las frecuencias de vibra-
ción según las expresiones [3. 71 es posible cal-
cular los modos cPn correspondientes, obte-
niéndose los resultados: 
con 
U¡n = M (Ch a 1 j- COS a2j) + 
Por otra parte la masa reducida de cada mo-
do es: 
N 
mn = m I: Ufn 
j = 1 
[3.11] 
El coeficiente de participación sísmico del mo-
do n es: 
N 
Ln =m L U¡n 
i = 1 
[3.121 
Las fuerzas equivalentes en la planta j para 
el armónico n son: 
Ln 
f,nma); = --. m. U¡n g Sa (wn, 17n) 
mn 
[3.13] 
3.2 Caso límite. Viga continua a flexión 
N 
Se considera El = 1' El con M el número 
n- 1 
de vanos por planta. Se supone que los sopor-
tes extremos tienen una inercia mitad de la de 
los interiores. 




+ 1 h. Con estos parámetros continuos, 
la ecuación del movimiento de la viga continua 
a flexión es: 
Si la sección es constante se escribe: 
[3.15] 
Las coordenadas x se especifica para las al-
tu ras de los pisos. 
X = jh (j = 11 2, ... N) 
En el caso de vibraciones libres no amortigua-
das resulta: 
Mediante separación de variables u (x, t) = 
= X (x) T (t) se deducen las dos ecuaciones: 
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Si se suponen inercia y masa distribuidas uni-
formemente se obtiene: 
con 
T = T0 sen (wt +a) 
X (X) = cP = A, Ch ~X + A;z Sh ~X + 
+ A3 cos~x + A4 sen ~x 
~4 = e w2 
El 
En el caso de condiciones de contorno de vo-
ladizo, es decir: 
u=k=o ax para x =O 
para x = l 
se deducen los sucesivos modos y frecuencias 
de vibración: 
- (Sh ~n X - sen ~n x) 
con 
A = Ch ~n l + COS ~n l 
" ShXn L- sen~" L 
El autovalor An debe satisfacer la ecuación: 
Ch ~" L cosAn L = - 1 
que permite obtener la pulsación ~" correspon-
diente. Los primeros valores son: 
- -~ 1 = ~1 L = 1.8751; ~2 = ~2 L = 4,6941; 
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Las restantes caracterfsticas dinámicas del 
modo n son: 
JL L m~ = 0 el>~ (x) e dx = e 4 (2An)2 = e LA~ 
Dnmax = 
4. MODELO GENERAL DE VIGA A 
FLEXO-CORTANTE 
4.1 Caso discreto. Edificio de N plantas 
Se considera ahora una situación intermedia 
entre los dos extremos anteriores, es decir, un 
entramado plano con rigideces finitas y no nu-
las en soportes y dinteles como se indica en la 
figura 4 para dos entreplantas consecutivas. 
. R R' (1 + -y) 
Se denom1na A = W Y k = 2 h2 M 
la ecuación dinámica del movimiento es, pa-
ra la planta n: 
+ ~12~n + 1 +mª"= - mrü9 (t) 
con 
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2 M 
h 
R,r R,r R,f R,J 
h 
R·, r· • r• R¡~,' 












Vibraciones libres ü9 (t) = O y se supone que 
d = [8] eiwt 
-" n 
Un 
con lo que resulta: 
k21 dn -1 + (k,, + k22- m w2) dn + k,2 dn +, = o 
Ecuación de recurrencia, que se resuelve ha-
ciendo 
y se deduce 
r"-
1 1 ~21 + (~, + ~22 - !!1 w2l r 1 + ~12 r2 ) [ ~] = Q 
es decir, el siguiente determinante debe anularse 
si existen soluciones distinas de la trivial 
11 ~21 + (~11 + ~22 - !:!} w2) r + ~12 r2 11 = O 
446 
o bien 
a + 2 13 r + a r2 - 1 + r2 =0 
-t - ~ r2 - 1 + 2 ( 1 - w 2) r - r2 
siendo 
'Y' a=_..;._____ 
1 + -y' 
1+).(1+-y) {3 = ------=--
1 + 'Y 
En general si O < "Y < 1, se satisfacen las de-
sigualdades 
Si se efectúa el cambio de variable en la ecua-
ción [4.1 ), 
1 
z = r +-
r 
ésta se transforma en la siguiente 
(a - -1 ) z2 + 2 ( {3 - a ( 1 - w- 2 ) ) z + 
2 
+ 2- 4 {3 (1 - (:;)2) = o [4.2] 
El discriminante ~ de la ecuación [ 4.2] es 
siempre positivo, ya que su valor es: 
~ = (a + {3 - 1 )2 + 
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y {3 - a {3 - a2 > O para todo a y {3. 
Denominando w~ = 1 - W2 la ecuación [4.21 
se convierte en: 
( 1 - 2 a) z2 + 2 (a w~ - {3) z + 
+ 2 (2 13 w~ - 1 ) = O [4.3] 
Existen por consiguiente dos raíces z, y z2 
reales de la ecuación [4.31 que pueden expre-
sarse como sigue: 
Caso 1.- w~ < 21~ 
"1-2¡3w~ ..¡, z =- 2 ·tg-
2 1- 2a 2 
{3- aw~ 
siendo cot 1/1 = -~~~~~~~~ 
..¡ (1- 2a)(1- 2¡3w~ 
Por cada valor z1 se obtienen dos soluciones 




.J 1 -2¡3w~ ..¡, Cha, = 1 _ 2 a ·cotT 
, " 1 - 2¡:¡ w~ >/t COSa2 =- ·tg-
• 1- 2a 2 
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Los movimientos del piso j son: 
+ A3 cos a 2 j + A4 sen a2 j 
y el proceso sigue exactamente igual qut!f pcyal 
el caso de flexión de los soportes únicarr;nw! 1 
es decir, con~= O, analizado en el apartado 3 
anterior, considerando ahora los parámetros: 
sena2 ~2 = ----=---
acosa2 + {3 
Caso 2. - w~ < 2113 
Las raíces son: 
{3- aw~ 1/1 
z, = 4 cos2 -1-2a 2 
{3- aw~ lj¡ 
Z2 = 4 sen2 -1-2 2 
.J (1 - 2 cx)(2 {3 w~- 1) 
siendo sen y; = -----....:.._-=---
(3- cxw~ 
Las soluciones de la ecuación [4.11 son 
r, =ea, 
r 3 = ea2 "-'1 
con 
_ {3 - ex w~ 2 _1__ • Ch a, - 2 1 _ 2 ex cos 2 , 
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_ {3-aw~ 2 _j__ cos a 2 - 2 1 _ 2 a sen 2 
y se continua igual que en el caso anterior. 
4.2 Caso límite. Viga continua a 
flexo-cortante 
Se considera la existencia de una deforma-
ción de cortante a, y por consiguiente se pue-
de escribir la generalización de la hipótesis de 
Navier. 
du O= ---a dx 
Las ecuaciones constitutivas son: 
0= GAa 
M= El dO 
dx 




La ecuación en rigidez es: 





Las vibraciones libres se deducen a partir de 
la ecuación: 
Si se supone 
u = X (x) eiwt 
Se tiene 
EIX'v + i~ ew2 X"- pw2X =O 
es decir 
xrv + 2X~X"- XjX =O 
con 
A~ 
AJ = A1 >O 
e w2 X4- --· 2
- El ' 
La ecuación característica es 
en donde 
r = ± >.., J - 1 ± J 1 + A3 
Sea 
r, = A1 -v- 1 + "'1 + >..3 ; 
se deduce 
X (x) = c/>(x) = A1 Ch r1 x + 
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Imponiendo las codiciones de contorno de 
voladizo, es decir: 
u= o ; du = 0 dx para x =O 
para x = L 
se obtiene el siguiente sistema característico: 
A1 + A3 =O 
A, r~ Chr1 L +. A 2 d Shr1 L -
A, r~ Shr, L + A2 r~ Chr1 L + 
haciendo 
A,=- A 3 =M 
resulta 
+ Nr, r2 (r, Shr, L + r2 sen r2 L) = O 
M (r~ Shr, L- r~sen r2 L) + 
+ Nr, r2 (r~ Chr, L + r~ cos r2 L) = O 
Los valores de w" (frecuencias) se obtienen 
imponiendo la condición de existencia de una 
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solución distinta de la trivial, esto es: 
(r~ Shr, L- dsen r2 L) =O 
Obtenidas las frecuencias los modos de vibra-
ción correspondientes cbn resultan: 
Siendo 
M = r," r2n (r,n Shr," L + r2n sen r2 L) 
n rtn Chr,n L + r~ cos r2n L 
B resto de las características dinámicas se ob-
tienen de manera similar a la indicada en 3.2. 
5. EJEMPLO DE APLICACION 
A continuación se presenta un ejemplo de 
aplicación de los resultados anteriores referen-
tes a una estructura plana regular de edificación, 











,.,. ~" ,,., ""'"'" 
Figura 5.- Ejemplo de aplicación. 
Se supone que la masa está concentrada en 
los dinteles, con un valor total m por piso. La 
rigidez al desplazamiento transversal de un pi-
so es k. La actuación del terremoto se repre-
senta por un espectro de aceleraciones 
S a (w, r¡) cuyas ordenadas son fracciones de g, 
es decir Sa (w,.,) es un número adimensional. 
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TABLA 1 
Viga de Corte 
Armónico 1 2 3 4 5 
Ffec:uenc:iH 0.2846 0.8308 1.'Jt:IJ7 1.6825 1.9190 
Modos de Vlbnlc;lOn 
Componentes 
1 0.1899 0.4657 0.5889 0.6486 . 0.328) 
2 0.3260 0.5989 0.1699 - 0.4667 - O.SUlS 
3 0.4567 0.3260 0.5485 - 0.1699 0.5969 
4 0.6486 - 0.1899 - 0.326() 0.6989 - 0.4567 
5 O.li9EI9 -0.5486 - 0.4567 - 0.3260 0.1699 
Fuerzas EquNalen4ea 
Pieoa 
1 0.35183 0.3)09 0.2f1T7 0.1083 0.0288 
2 0.6837 0.3941 0.0691 - 0.0883 - 0.0488 
3 0.9557 0.2162 - 0.1909 - 0.0329 0.0528 
4 1.1503 -0.1122 -0.1134 0.1157 -0.0403 
5 1.2517 -0.3621 0.1586 - 0.0632 0.0160 
Con estos datos se consideran tres hipótesis 
en relación con la rigidez de los dinteles: 
1. Rigidez infinita. (Modelo viga de cortan-
te). 
2. Rigidez nula. (Modelo viga de flexión). 
3. Igual a la rigidez a flexión de los sopor-
tes. (Modelo viga flexo-cortante). 
Los resultados de interés para un cálculo sís-
mico son (para n = 1 ,2,3,4,5): 
F . - k recuenctas: w" = """ -m 
1 Modos: !n = ( c/>,n, cP2nt el>'$, cP4nt cP5n) T m 
Es conveniente conocer estos modos ortonor-
malizados, es decir, que satisfagan la condición: 
P~ ~ 1,>n = 1 
( 8.10 .,., 0.3~83 
( 15.55-J.) 0.8837 (9.17-t.) 0.3078 
(21.73~., 0.9~!57 ( 18.61%) 0.8240 
l28.18%) 1.1 !503 (28.43~.) 0.9934 
(28.46-t.) 1.2~ 17 (41.27~., 1.3841 
. . xmo .. 
Viga de F~xi6n Viga Flexo-Cortante (>. • 1) 
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 
o.cms 0.2180 U122 t. 1121 1.1808 0.2131 .... 1.t1174 U& , .... 
0.0469 0.2291 0.4878 0.647!1 0.5369 0.1351 0.37. O.!!IU4 OAIDI 0.4145 
0.1870 0.5687 0.5439 -O. 13«1 0.51IT7 0--llDJ O.R'I 0.3HI7 - 0.32J5 -0.5130 
0.3387 0.5797 - 0.252S -0.4$39 0.5172 0.4486 0.3982 0.<&7 0..3117 - 0.5731 
0.5393 0.1667 - 0.5298 0.5642 - 0.3048 0.5539 o.«m 0.4321 0.!11931 0.380!t 







0.2321 0.2893 0.2&17 0.1310 0..2782 0.2800 0.23:'M 0.1672 0.0802 
0.!5680 0.322& - 0.5041 -0.1436 0.8256 0.41!59 o. 1338 - 0.0913 - 0.0847 
0.!1872 - 0.1!51~ - 0.1874 0.1264 0.9235 o.rn;o - o.1938 - o.0886 0.0832 
0.1689 - 0.31-42 0.2239 - 0.0746 1.1406 - 0.0878 - 0.1826 o. 1643 - 0.0563 
-0.5279 0.20fi6 -0.0808 0.0206 1.2717 - 0.4013 0.1877 - 0.0749 0.0176 
Fuerzas equivalentes para 5 8 (wn, '7n) = 1 
Estos resuttados se resumen en la tabla 1, co-
rrespondiente a una salida de cálculo por com-
putador. Se observan las importantes diferen-
cias que se producen entre las dos hipótesis 
extremas 1 y 2. Sin embargo, para rigideces 
moderadas del dintel se obtienen resultados re-
lativamente cercanos al modelo viga de cortante 
(hipótesis 1 ). Asf para el primer armónico, ge-
neralmente el más significativo, las cargas equi-
valentes al efecto sísmico se representan en la 
figura 6. 
Los cortantes totales en la base, fuerza má-
xima actuante, representan para cada uno de 
las hipótesis anteriores los siguientes valores y 
(6.604Ye) 0280~ 




X m o 
--
x mo 
(a) Viga de cortante. (b) Viga de flexión. (e) Viga de ~lexocortante. 
Figura S.-Fuerzas equivalentes a un seismo. Primer modo. 
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TABLA 2 
FRECUENCIAS 
Número Viga de Cortante Viga de flexión 
de Caso Caso Caso Caso 
Armónico Real Continuo Relación Real Continuo Relación 
1 0.2846 0.2856 0.9966 0.0338 0.0336 1.0079 
2 0.8308 0.8568 0.9697 0.2160 0.2103 1.0274 
3 1.3097 1.4280 0.9172 0.6122 0.5888 1.0397 
4 1.6825 1.9992 0.8416 1.1828 1.1538 1.0252 
5 1.9190 2.5704 0.7466 1.7606 1.9073 0.9231 
su proporción de la carga total. 
4.3977 mg (87,95 o/o), 3.3537 mg (67,07 %) 
y 4.2504 (85,01 °/Ó ). 
Normalizando las acciones representadas en 
la figura 6, se deducen los valores. porcentua-
les allí indicados, y de nuevo se ratifica el he-
cho de que el procedimiento de la carga es-
tática equivalente (proporción 20 por 100 de la 
fuerza total en cada piso) no es adecuado. 
A efectos comparativos, se presentan en la 
tabla 2 los valores de las frecuencias obtenidas 
en el límite, como viga continua de flexión y 
cortante, para este caso. 
6. CONCLUSIONES 
Las fórmulas explícitas deducidas permiten 
evaluar exactamente y con un mínimo de cál-
culo el comportamiento ante seísmos de pórti-
cos planos regulares. Las extensiones a otras 
situaciones distintas a la ideal considerada pue-
de llevarse a cabo introduciendo valores medios 
adecuados. Los resultados obtenidos pueden 
ser utilizados en fases previas de proyecto, par-
ticularmente en emplazamientos en los que son 
esperadas acciones sísmicas importantes. 
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